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Poglavije 1

Uvod

MreZe malog svijeta predstavljaju fenomen koji je duboko ukorijenjen u brojne slo-
Zene sustave koji nas okruzuju. Ove posebne mreze, prepoznatljive po visokom
koeficijentu grupiranja i kratkoj prosje¢noj udaljenosti izmedu ¢vorova, imaju pre-
sudnu ulogu u raznim podrucjima, od biologije do sociologije.

Otkrivanje ovih karakteristika u mrezama koje susre¢emo u stvarnom svijetu
stvaranje mreza malog svijeta Cesto se oslanjaju na nasumicnost kako bi postigli
Zeljene karakteristike. Medutim, najnovija istrazivanja ukazuju na to da ukljuciva-
nje odredenog reda u nasumicni graf moze takoder dovesti do formiranja mreza
malog svijeta.

Dodatno, mreze malog svijeta Cesto otkrivaju strukture koje se mogu opisati
kao zajednice ili klasteri, odnosno regije koje su gusto povezane unutar sebe, ali
slabije povezane s ostatkom mreze. Ove strukture su ¢esto prisutne u stvarnim
mrezama, bilo da su u pitanju drustvene, bioloske ili tehnoloSke mreze, i imaju
veliki utjecaj na funkcionalnost i dinamiku tih sustava.

Ovaj rad tezi produbljivanju razumijevanja karakteristika i posljedica mreza ma-
log svijeta, s posebnim fokusom na njihovu ulogu u podrucju informacijskih tehno-
logija. Cilj ovog rada je pruZziti doprinos naSem shvacanju mreZa malog svijeta i
njihovog sveobuhvatnog utjecaja na sloZene sustave.



Poglavije 2
Teorija grafova

Teorija grafova, grana koja je od iznimne vaznosti u matematici i informatici, po-
mogla je rijesSiti brojne slozene probleme u raznim poljima znanosti. Teorija gra-
fova bavi se prouCavanjem matematickih struktura zvanih grafovi koji se koriste
za modeliranje struktura relacija izmedu objekata unutar skupova. Graf se u ovom
slu¢aju odnosi na skup ¢vorova (ili vrhova) zajedno sa skupom rubova (ili lukova).
Rubovi povezuju vrhove i stvaraju relacije medu njima.

2.1 Povijest teorije grafova

Porijeklo teorije grafova seZe u 18. stoljeée, toénije 1736. godinu kada je Svicarski
matematiCar Leonhard Euler rijeSio problem Sedam Mostova Kdnigsberg-a (eng.
~>even Bridges of Kdnigsberg®). Grad Konigsberg u Prusiji (sada Kalinjingrad, u
Rusiji) protezao se s obje strane rijeke Pergel. U gradu su se nalazila dva otoka na
rijeci koja su povezana s kopnom putem 7 mostova. Problem koji je predstavljen
je Setnja kroz grad koja Ce prijeci svaki most jednom i isklju€ivo jednom. Euler
je dokazao da je takva Setnja nemoguca [Euler, 1736] i time postavio temelje za
teoriju grafova.

Rad Leonharda Eulera oznacio je poCetak teorije grafova kao samostalne ma-
tematicke discipline. Njegove ideje su generalizirane i dalje razvijane vodeci prema
bogatom i raznovrsnom polju sa Sirokim spektrom teoretske i prakti¢ne primjene.

RjeSenje problema sedam mostova temeljeno je na konceptu ,stupnja“ vrha
Sto oznacCava broj rubova koji su mu incidentni. Proucavajuci problem uocio je
potreban uvjet za Setnju koji zahtjeva da svaki vrh ima jednak stupan;.

Ovaj jednostavan zaklju€ak je jedan od najranijih rezultata u teoriji grafova i



nastavlja biti temeljni koncept u teoriji grafova.
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Slika 2.1: Prikaz Eulerovog problema 7 mostova Konigsberga, izvor:
https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/leonard-eulers-solution-to-
the-konigsberg-bridge-problem

2.2 Svojstva i karakterizacija

U grafovima vrhovi predstavljaju entitete dok rubovi predstavljaju relacije ili konek-
cije izmedu entiteta. U socioloskim mrezZzama individue su prikazane vrhovima dok
su njihovi odnosi i interakcije prikazane rubovima ili lukovima. KoriStenjem ovog
jednostavnog koncepta teorije grafova mozemo rijeSiti mnogobrojne probleme u
raznim podrucjima.

Prema [Trudeau, 1993] grafovi se mogu klasificirati na mnogo nacina, postoje
usmjereni i neusmjereni, ponderirani i neponderirani, cikliéni i acikli¢ni, jednos-
tavni i slozeni grafovi. Usmijereni grafovi ili digrafi su grafovi u kojima rubovi ili
lukovi imaju orijentaciju odnosno idu od jednog vrha do drugog. Suprotno tome
neusmjereni grafovi nemaju orijentaciju. Ponderirani grafovi povezuju tezine (ili
troSkove) sa svakim rubom. Te vrijednosti mogu predstavljati koliine poput uda-
lienosti, kapaciteta i slicno ovisno o problemu koji pokusavamo rijesiti.

Teorija grafova ukljuCuje razne koncepte i tehnike. Jedan od osnovnih kon-
cepta je pojam puta koji oznaCava sekvencu vrhova takvu da je svaki vrh povezan
lukom sa sljede¢im vrhom. Ciklus je put koji zapoc€inje i zavrSava u istom vrhu



bez ponavljanja vrhova. Graf se smatra povezanim ako postoji put izmedu svakog
para vrhova. Ovi koncepti stvaraju temelj mnogih rezultata i algoritama u teoriji
grafova.

Slika 2.2: Prikaz ciklickog grafa, izvor:
https://www.researchgate.net/figure/A-drawing-of-a-cycle-graph-where-the-
circles-correspond-to-nodes-and-the-lines-to-edges_fig1_337685909

Teorija grafova se takoder bavi prou¢avanjem specifi¢nih vrsta grafova. Kom-
pletan graf je graf koji ima povezan svaki par vrhova. Stablo je povezani graf bez
ciklickog ponavljanja. Dvojno podijeljeni graf se sastoji od vrhova koji su podijeljeni
u dva disjunktna skupa tako da svaki luk povezuje vrh iz jednog skupa sa vrhom iz
drugog skupa. Svaka vrsta grafova ima jedinstvena svojstva i sluzi kao fokus za
razna potpodrucja teorije grafova.

Teorija grafova ima svoju primjenu u raznim podrucjima znanosti poput infor-
matike, fizike, kemije, biologije, operacijskih istraZivanja, socioloskih znanosti i os-
talog. Koristi se u prouCavanju molekula u kemiji i fizici, za dizajniranje mrez-
nih algoritama u informatici, za planiranje ruta u logistici i razumijevanje sociolo-
Skih mreZa u sociologiji. [Singh and Sharma, 2012] [Foulds, 2012] U informati¢kim
znanostima se teorija grafova koristi za dizajniranje i analizu algoritama, posebno
onih koji se bave mrezom i povezanosti. Takoder se koristi u rudarenju podataka,
softverskom inzinjeringu i drugim podrucjima. Jedan od poznatijih algoritama ,Pa-
geRank® koji je Google izvorno koristio za rangiranje web stranica u rezultatima
svoje trazilice temelji se na modelu teorije grafova weba kao usmjerenog grafa
[Andersen et al., 2007].



Slika 2.3: Prikaz kompletnog grafa sa 8 vrhova, izvor:
https://www.researchgate.net/figure/Complete-graph-with-8-vertices-K-
8_fig1_ 318560316

Teorija grafova je mo¢an matematicki alat koji ima Sirok spektar primjene. Spo-
sobnost teorije grafova modeliranja sloZenih sustava i rjieSavanja problema ucinila
ju je nezamjenjivim dijelom matematickih i inZenjerskih znanosti.
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Slika 2.4: Vizualizacija "PageRank” algoritma, izvor:
https://neo4j.com/blog/graph-algorithms-neo4j-pagerank/



Poglavlje 3
Klasteriranje

U Sirokom podrucju analize podataka i prepoznavanja uzoraka pojam ,klasterira-
nje“ (eng. ,Clustering) Cesto se pojavljuje kao pojam od velike vaznosti. No, $to je
to¢no klasteriranje i zasto je tako vazno u razli¢itim domenama? Pojam ,klaster”
(eng. ,Cluster) nije moguce precizno definirati buduci da postoje mnogi algoritmi
klasteriranja. No, ono $to je svima zajednicko, jest skupina podatkovnih objekata.
Neki od klaster modela su sljedeci:

* Modeli povezivanja

 Centroidni modeli

* Modeli distribucije

* Modeli gustoée

» Subspace modeli

* Grupni modeli

* Signed graph modeli

* Neuralni modeli



3.1 Connectivity-based ili Hijerarhijsko klasteriranje

Connectivity-based klasteriranje ili hijerarhijsko klasteriranje (eng. ,hierarchical
clustering”) bazirano je na principu gdje su objekti bolje povezani sa susjednim
objektima od onih koji su udaljeni. Prema [Murtagh and Contreras, 2012], jedno
od glavnih svojstava klastera je udaljenost koja je potrebna za povezivanje dijelova
klastera. Ovisno o udaljenosti, mogu se formirati razliCite vrste klastera koje se
mogu prikazati dendrogramima. Ime hijerarhijsko klasteriranje dolazi od Cinjenice
da se ne stvara jedinstvena skupina podataka, ve¢ da postoji sloZzena hijerarhijska
skupina klastera koji se spajaju medusobno na odredenim udaljenostima. Hijerar-
hijsko klasteriranje nije otporno na iznimke koje bi se mogle pojaviti kao zasebni
klasteri ili Cak dovesti do spajanja ostalih klastera. Opcenita slozenost je O (n?) za
aglomerativno klasteriranje i O (2"~!) za razdvajajuce klasteriranje.
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Slika 3.1: Single-linkage na density-based klasteru, izvor:
https://www.researchgate.net/figure/Connectivity-model-in-
clustering_fig1 332053160
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Slika 3.2: Single-linkage na Gaussovim mjeSavinama, izvor:
https://www.geeksforgeeks.org/different-types-clustering-algorithm/
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3.2 Centroidno klasteriranje

Kod centroidnog klasteriranja svaki klaster se predstavlja centralnim vektorom koji
nije nuzno Clan seta podataka. Kada postoji broj klastera k, k-means klasterira-
nje definirano je kao optimizacijski problem: potrebno je pronaci centre k klastera i
podijeliti objekte tako da su najblizi centrima bliskih klastera te da su njihove udalje-
nosti od klastera minimalne. Zbog svoje teZine ovaj problem se rjeSava trazenjem
pribliznih rjeSenja. Jedan od algoritama za traZenje rjeSenja je Lloydov algoritam.
Algoritam se takoder Cesto naziva samo kao ,k-means algorithm®. Algoritam traZi
samo lokalni optimum, pa tek kroz nekoliko iteracija sa razliCitim inicijalizacijama
mozemo odabrati najbolje rieSenje.

Prema [Nerurkar et al., 2018] vecCina ,k-means” algoritama zahtjeva da se broj
klastera k definira unaprijed sto je veliki nedostatak kod izraCunavanja problema
optimizacije. Klasteri nad kojima algoritam radi bi trebali biti priblizno sli¢ne veli-
Cine jer se u protivhom javlja problem granica ruba klastera, sto je razumljivo bu-
ducdi da algoritam rjeSava optimizacijski problem centra klastera, a ne rubova. K-
means” klasteriranje ima nekoliko svojstava, jedno od njih dijeli podatkovni prostor
u strukture koje nazivamo Voronojevi dijagrami (eng. ,Voronoi diagram®). Takoder,
konceptualno je blizu klasifikacije najblizeg susjeda pa je kao takvo popularno u
strojnom ucenju. Ova vrsta klastera je veoma sli¢na model-based klasterima.

Slika 3.3: K-means kreiranje klastera sa medusobno najblizim centralnim tockama,
izvor:
https://www.javatpoint.com/clustering-in-machine-learning
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3.3 Distribution-based klasteriranje

Ovaj model je najkoriSteniji u statistici i baziran je na modelima distribucije. Klas-
tere u ovom kontekstu promatramo kao objekte koji vrlo vjerojatno pripadaju istoj
distribuciji. Vazno svojstvo ovog pristupa je vrlo sli€no nacinu na kojem se ge-
neriraju umjetni podaci, odnosno uzorkovanjem nasumicnih objekata u distribuciji
[Xu et al., 1998]. Ova metoda ima jedan veliki nedostatak, naime prilikom analiza
podataka odgovara samo odredenom setu podataka, te ukoliko se ne dodaju neka
ograni¢enja, nije u mogucnosti obraditi nove podatke ili predvidjeti buduce ishode
pouzdano.

Model Gaussovih mjeSavina koji koristi algoritam maksimizacije o¢ekivanja mo-
delira set podataka koristeci fiksni broj Gaussovih distribucija koje su nasumi¢no
inicijalizirane i Ciji su parametri iterativno optimizirani kako bi bolje odgovarali setu
podataka.Prema [Zhang et al., 2021] podaci su potom dodijeljeni distribuciji za koju
imaju najvecu vjerojatnost pripadnosti kako bi se stvorili klasteri. Kompleksni mo-
deli koji nastaju prilikom ove metode mogu sadrzavati korelacije i ovisnosti medu
atributima. Medutim za realno prikupljene podatke, ova metoda ¢esto nema defi-
nirani matemati¢ki model odnosno bazira se na pretpostavkama.

Slika 3.4: Algoritam maksimizacije oCekivanja koji koristi Gaussove mjeSavine,
izvor:
https://www.javatpoint.com/clustering-in-machine-learning
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3.4 Density-based klasteriranje

Density-based klasteriranje je metoda u kojoj su klasteri definirani kao podrucja
vece gustoce u odnosu na ostatak podataka. Objekti koji se nalaze u podrucjima
manje gustoce nazivaju se Sum ili grani¢ne toCke. Najpoznatiji algoritam density-
based klasteringa je DBSCAN.

DBSCAN algoritam je najbrza metoda klasteriranja, medutim upotrebiljiv je je-
dino u primjenama gdje je jasno definirana udaljenost koja se pretrazuje. Svi zna-
Cajni klasteri moraju imati slicnu gusto¢u. Metoda takoder omogucéava koristenje
parametara poput vremenskog polja i intervala pretrage za pronalazenje klastera
u prostoru i vremenu. Slozenost same metode je vrlo mala — zahtjeva linearni broj
upita i vratiti ¢e gotovo identi¢ne rezultate za svaku iteraciju [Nerurkar et al., 2018].

Uz DBSCAN, postoji i OPTICS metoda koja je u principu generalizacija samog
DBSCAN-a. OPTICS metoda ne zahtjeva parametar dometa te vracéa hijerarhijski
rezultat povezan sa danim ogrankom klasteringa.

Glavni nedostatak obje metode se nalazi upravo u potrebi za razlikom u gustoci
kako bi mogle definirati granice klastera. Kod podatka poput Gaussove distribucije,
Cesto se moze primijetiti da granice izgledaju dogovorno.

Slika 3.5: Density-based kreiranje klastera prema gustoci ¢vorova, izvor:
https://tutorialforbeginner.com/clustering-in-machine-learning
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3.5 Koeficijent klasteriranja

Kada govorimo o koeficijentu klasteriranja (eng. ,Clustering coefficient) u te-
oriji grafova, on oznacCava stupanj tendencije povezivanja ¢vorova u klastere. U
mrezama ,realnog“ svijeta ¢vorovi imaju tendenciju povezivanja u usko povezane
grupe sa visokom gustocom veza. Za ovakve vrste veza postoji veca vjerojatnost
od nasumiénih veza izmedu dva ¢vora. Postoje dvije vrste ovog koeficijenta a to
su lokalni i globalni. Globalni koeficijent nam govori opcenito o koeficijentu klas-
tera unutar mreze, dok lokalni nam daje uvid o koeficijentu klasteriranja ¢vorova
unutar mreze.

Lokalni koeficijent klasteriranja ¢vora unutar grafa prikazuje koliko su susjedni
¢vorovi blizu tvorenja kompletnog grafa. Prema [Watts and Strogatz, 1998] mjera
je osmisljena 1998. godine kako bi mogli utvrditi jesu li grafovi mreZze malog svijeta.
Prikazujemo ju kao

_ {ejk : vj,vp € Njyejp € EY|

Cs ki (ki — 1)

za usmjerene grafove i kao

O — 2 ]{ejk DU,V € Ni,ejk € E}‘
' ki (ki — 1)

za neusmijerene grafove. e, predstavlja vezu izmedu ¢vora v; i Evora vy, N; pred-
stavlja sve susjede ¢vora v;, E' predstavlja sve veze unutar grafa dok k; predstavlja
stupanj ¢vora v;, odnosno broj veza kojima je ¢vor v; povezan. k; (k; — 1) ozna-
Cava maksimalan broj veza koji je moguc¢ unutar grafa medu susjedima ¢vora v;.
Omijer ove dvije vrijednosti daje proporciju stvarnih veza izmedu susjeda ¢vora v;
u odnosu na maksimalni moguci broj veza koje bi mogli imati. Ova vrijednost ¢e
biti izmedu 0 i 1, pri Eemu 1 ukazuje na to da susjedi ¢vora v; tvore potpuni graf
(svi su medusobno povezani), a 0 ukazuje na to da nema veza izmedu nijih.

Globalni koeficijent klasteringa mozemo definirati kao tri Evora medusobno po-
vezana sa dvije (otvorene trojke) ili tri (zatvorene trojke) veze. Ako uzmemo broj
zatvorenih trojki i podijelimo ga sa ukupnim brojem trojki tada dobivamo globalni
koeficijent klasteringa. Ova metoda pronalazi koeficijent klasteringa unutar cijele
mreze, te se moze primijeniti na usmjerene i neusmjerene mreze.

3 x number of triangles
~ number of all triplets

15



Prema [Watts and Strogatz, 1998] prosjec¢ni koeficijent klasteriranja (eng. ,Network
average clustering coefficient) koji nam prikazuje prosjecan lokalni koeficijent klas-
teriranja svih ¢vorova n.

R

Ovim izraCunom nije moguce izraCunati koeficijent za grafove sa izoliranim ¢vo-
rovima. Nadalje, mreze sa najve¢im mogucéim koeficijentom klasteriranja imaju

modularne strukture i samim time najkrace udaljenosti medu ¢vorovima.

increasing randomness
Slika 3.6: Nasumi¢nost u Watts-Strogatz modelu, izvor:

https://www.researchgate.net/figure/Algorithm-of-Watts-Strogatz-model-which-
can-be-tuned-by-parameter-p-0-1_fig1_ 258120851

16



Poglavije 4
Teorija mreza

Kada promatramo teoriju mreza u granama matematike i informatike, teorija mreza
je dio teorije grafova. Prema [Borgatti and Halgin, 2011] mreZe su grafovi gdje
&vorovi i njihove veze posjeduju odredena svojstva. Cvorovi predstavljaju entitete
dok veze predstavljaju relacije. Dvije glavhe metrike u teoriji mreza su stupanj
povezanosti i duljina puta. Stupanj povezanosti ¢vora odreduje njegove relacije
sa ostalim ¢vorovima. U usmjerenim mreZzama mozemo razlikovati ulazni stupan;
( odnosno broj dolaznih veza ) i izlazni stupanj ( broj odlaznih veza). Putem se
naziva broj ¢vorova koji povezuje dva entiteta unutar mreze. Najkraci put se moze
izraCunati koristeci Dijkstrin algoritam, i njemu slicne, koji je posebno zanimljiv u
mnogim primjenama.

Unutar teorije mreza postoje razne vrste mreza na koje se ova teorija moze
primijeniti, a neke od njih su:

* Telekomunikacijske mreze

* Transportne mreze

* Drustvene mreze

* BioloSke mreze

* Prostorne mreze
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Primjena same teorije mreza moze se pronaci u raznim podrucjima. Na pri-
mjer u drustvenim mreZzama gdje aplikacije poput Facebook-a i Twitter-a mozemo
promatrati kao grafove gdje su korisnici ¢vorovi a interakcije medu njima relacije
odnosno rubovi. Analiziranjem takvih mreZza mozemo spoznati drustvenu dina-
miku, Sirenje informacija i Cak maksimalizaciju utjecaja [Ugander et al., 2011] .

U biologiji pomocu teorije mreza prouc¢avamo reakciju medu proteinima, gdje
su ¢vorovi proteini a rubove predstavljaju interakcije. Razumijevanjem ovih mreza
dolazimo do vaznih informacija poput uvida u stani¢ne funkcije i mehanizme raznih
bolesti.[Yann S. and Timothy J., 2012]

U logistici je teorija mreza takoder veoma vazna buduéi da se moze koristiti za
kreiranje transportnih ruta, njihovoj optimizaciji i smanjenju prometnog zagusenja.

Internet je takoder jedna ogromna mreza gdje web stranice predstavljaju ¢vo-
rove a ,hyperlinkovi“ su poveznice medu njima. Prou€avanjem same strukture
interneta dovodi do boljeg usmjerenja podataka i boljeg razumijevanja same nje-
gove dinamike.[Newman, 2003]

Porastom koli€ine podataka i naprednih tehnika izraCuna u teoriji mreza javljaju
se nekoliko novih trendova. Jedan od njih je prou€avanje kompleksnih mreza u
kojima interakcije mogu biti razlicitih tipova.
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4.1 Kompleksne mreze

Kompleksne mreze u kontekstu teorije grafova su grafovi (mreze) sa slozenim
topoloSkim svojstvima. Prema [Newman, 2003] takva svojstva se ne javljaju kod
jednostavnih mreza poput mrezastih grafova ili grafova distribucije, ve¢ se Cesto
javljaju u mreZzama koje predstavljaju realne sustave.

Prema [Boccaletti et al., 2006] mnoge kompleksne mreZe se javljaju u poljima
poput sociologije, biologije i telekomunikacija. Veze unutar tih mreZza nisu pot-
puno regularne niti u potpunosti nasumiéne. Neke od karakteristika tih mreza su
stupanj distribucije, visok koeficijent klasteriranja, asortativnost ili disortativnost iz-
medu ¢vorova, struktura zajednice ili hijerarhije. Sve mreZe koje smo razmatrali do
sada nisu pokazivale ovakva svojstva. Dva vjerojatno najpoznatija modela ovakvih
mreZa su . scale-free mreze te mreZze malog svijeta (eng. ,Small-world networks*).

4.1.1 Scale-free mreze

Ove mreze karakterizira distribucija stupnja ¢vora koja se pridrzava zakona snage,
Sto znadi da vjerojatnost P(k) da ¢vor ima k veza opada kao P(k) ~ k=7, gdje v je
konstanta koja obi¢no varira izmedu 2 i 3. Prema [Barabasi and Albert, 1999] Ova
jedinstvena distribucija rezultira scenarijem u kojem vecina ¢vorova ima samo ne-
koliko veza, dok nekoliko odabranih, nazvanih centralni ¢vorovi, dominira mrezom
S izuzetno visokim stupnjem povezanosti.

Pojavljivanje scale-free mreza koje moze se povezati s konceptom preferenci-

jalnog spajanja. Kako se mreze razvijaju i dodaju novi €vorovi, novi elementi imaju
tendenciju povezivanja s ¢vorovima koji ve¢ imaju mnogo veza. Ova tendencija,
koja se moZze opisati kao "bogati postaju bogatiji’, osigurava da centralni ¢vorovi
nastave dominirati kako mreza raste.
Prema [Albert et al., 2000],zbog specifiCne strukture takve mrezZe su izuzetno ot-
porne na nasumicne prekide ¢vora. Veclina ¢vorova u mrezi ima malo veza, pa
njihovo nasumicno uklanjanje obi¢no ne utjeCe znacajno na cjelokupnu strukturu
mrezZe. No, iako su ove mreZe otporne na nasumicne prekide, one su osjetljive na
ciliane napade, posebno ako su usmjereni prema centralnim ¢vorovima. To istiCe
kontrast izmedu snage i ranjivosti u ovakvim mreznim sustavima.

Stvarne manifestacije scale-free mreza su brojne i obuhvacaju viSe domena.
Prema [Barabasi and Albert, 1999] World Wide Web, na primjer, je klasi¢an primjer
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gdje nekoliko web stranica privliaci veliku vecinu veza. Slicno tome, u bioloskim
sustavima, odredeni proteini sluze kao centralni ¢vorovi u mreZzama interakcija
proteina, igrajuci klju¢ne uloge u stani¢nim funkcijama. DruStvene mreze takoder
Cesto pokazuju karakteristike scale-free mreza, s nekoliko pojedinaca (utjecajnih
osoba) koji imaju veze s velikim brojem vrsnjaka.

Istrazivanje scale-free mreza nije samo teoretski zanimljivo, ve¢ ima i prakti¢nu
vaznost. Razumijevanje jakih i slabih to€aka ovih mreza moze oblikovati pristupe
u podrucjima kao Sto su internetska sigurnost, planiranje infrastrukture, kontrola
epidemija i distribucija informacija.

Slika 4.1: Primjer scale-free mreze, izvor:
https://www.researchgate.net/figure/Example-scale-free-network-representing-
interacting-proteins-in-yeast-Baraba-si-and_fig1 228526623
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Poglavlje 5
Mreze malog svijeta

MreZe malog svijeta poseban su spoj reda i nasumicnosti. Ove mreze koje se
mogu pronaci u svemu od socijalnih konekcija do neuralnih puteva, imaju karak-
teristike koje ih u potpunosti razlikuju od obi¢nih ili nasumic¢nih mreza. Razumije-
vanje danih karakteristika je od iznimne vaznosti za shvacanje tezine i implikacija
mreza malog svijeta u raznim primjenama.

5.1 Robusnosti svojstva

Prema [Watts and Strogatz, 1998] jedno od glavnih svojstava mreza malog svijeta
je njihov visoki koeficijent grupiranja. Pojednostavljeno, ako su dva ¢vora pove-
zana sa trec¢im ¢vorom onda postoji velika moguénost da su ¢vorovi medusobno
povezani. Ovo svojstvo rezultira formacijom usko povezanih grupa unutra mreze.
Na socioloSkom primjeru, ako je Ana Markova i Marijeva prijateljica onda postoji
mogucnost da su Marko i Marijo takoder prijatelji. Ovaj visok stupanj lokalne pove-
zanosti podsjec¢a na redovne mreze ili reSetke, gdje su ¢vorovi povezani s njihovim
neposrednim susjedima.

lako se mreza sastoji od usko povezanih grupa ili klastera, mreza malog svijeta
prikazuju iznenaduju¢e malu duljinu puta. To nam govori da bilo koja dva &vora
u mrezi mogu biti povezana relativno malim brojem koraka.Prema [Watts, 2004]
fenomen ,Sest stupnjeva separacije* (eng. ,Six degrees of separation®) sugerira
da bilo koje dvije individue na planetu mogu biti povezane preko Sest ili manje so-
cijalnih konekcija. Postojanje nekoliko veza sa udaljenim ¢vorovima unutar mreze
uvelike smanjuje duljinu puta i osigurava da da su ¢vorovi dostupni ne samo lo-
kalno, vec i globalno. .
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Mreze malog svijeta postizu ravnotezu izmedu reda i nasumicnosti. One nisu
potpuno pravilne (poput resetki), niti u potpunosti nasumic¢ne. Ravnoteza medu
danim stanjima je ono Sto ovakve mreze Cini u potpunosti posebnim. Prema
[Watts and Strogatz, 1998] demonstrirali su da dodavanjem male koli€ine nasu-
micnosti u reSetkasti oblik mreze moze kreirati mrezu malog svijeta. Ovakva rav-
noteza osigurava da lokalne grupe ostanu netaknute te da op¢a mreza ostane
povezana. Ovo svojstvo je od iznimne vaznosti u mnogim mrezama ,realnog”“ svi-
jeta.

Robusnosti ranjivost mreza malog svijeta sadrZi jedinstvenu kombinaciju. Prema
[Zheng-Zhen et al., 2014] robusne su protiv nasumicnih padova sustava $to znaci
da ukoliko uklonimo nasumicne ¢vorove, mreza i dalje ostaje relativno potpuna i
funkcionalna. Mreza se tako pona$a iz razloga $to uklanjanje nekoliko njezinih
¢vorova ne utjeCe na njenu potpunu strukturu. Medutim, mreze ove vrste su ra-
njive na ciljane napade. Ukoliko su ¢vorovi koji sluze kao klju¢na €vorista ili mostovi
izmedu klastera napadnuti, tada se mreza ubrzano raspada. Ovo svojstvo ima iz-
nimnu vaznost zbog razumijevanja ranjivosti u mrezama realnog svijeta kao Sto
su elektricne mreze, internetske mreze ili ciljani napadi.

Neke od mreza maloga svijeta kao 5to su scale-free mreze karakterizirane su
prisustvom CvoriSta.Prema [Achard et al., 2006] ¢voriSta su ¢vorovi koji imaju sig-
nifikantno veci broj konekcija od ostalih ¢vorova. Takvi €vorovi imaju veoma vaznu
ulogu u smanjenju duljine puta unutar mreze. Ukoliko promatramo takvu mrezu u
kontekstu interneta, platforme poput Google-a i ostalih pretrazivaca pona$aju se
kao ¢vorista koja spajaju milijune korisnika i web mjesta.

MreZe malog svijeta su Cesto prikazane strukturama zajednice ili modulima.
Prema [Du and Feldman, 2006] to su grupe ¢vorova koje imaju veci broj konekcija
medusobno u odnosu na ostatak mreze. Takve strukture se mogu najlakSe uociti
u socioloskim mrezama gdje pojedinci tvore interesne skupine po zajedni¢kim in-
teresima, zanimanjima ili nekim drugim atributima.

5.2 Watts-Strogatz model

Watts-Strogatz model zapocinje s prstenastom reSetkom gdje je svaki vor pove-
zan sa svojim najblizim susjedima [Watts and Strogatz, 1998]. Zatim se u model
uvodi vjerojatnost 'p’ da Ce svaka veza biti "preusmjerena” prema nasumic¢no oda-
branom &voru. Ovaj proces preusmjeravanja premosc¢uje razliku izmedu redovite
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reSetke i nasumic¢ne mreze.

lako je Watts-Strogatz model bio klju¢an za napredak znanosti o mrezama,
nije bez kritika. Neki tvrde da model previSe pojednostavljuje slozene mreze, po-
sebno jer mreze u stvarnom svijetu ¢esto pokazuju svojstva scale-free mreza s
¢vorovima koji imaju distribuciju stupnja prema zakonu snage. Kao odgovor na to,
pojavili su se kasniji modeli, poput Barabasi-Albertovog modela, koji se bave tim
sloZzenostima.

Watts-Strogatzov model malog svijeta ostavio je neizbrisiv trag u podrucju zna-
nosti o mrezama. PruzZajuéi most izmedu svjetova reda i nasumicnosti, nudi os-
novni okvir za razotkrivanje slozene mreze veza koje Cine na$ svijet. Dok nas-
tavljamo razotkrivati tajne kompleksnih mreza, spoznaje iz Watts-Strogatz modela
nesumnjivo Ce sluziti kao vodic€i na tom putu.

5.3 Barabasi—Albertov model

Unutar podru¢ja mrezne znanosti, Barabasi—Albertov (BA) model istiCe se kao
klju€ni okvir, osvjetljavajuci razvoj i napredak mreza u stvarnom svijetu. Uveden od
strane Albert-Laszlda Barabasija i Réke Albert 1999. godine [Barabasi and Albert, 1999],
ovaj model je pojasnio ideju o scale-free mrezama, koncept koji se od tada uspos-
tavio kao temeljni aspekt prou€avanja sloZenih sustava.

Barabasi—Albertov model je nastao kao odgovor na ograni¢enja postojec¢ih mo-
dela mreza, posebno Watts-Strogatz modela [Barabasi, 2013]. lako je ovaj pos-
liednji pruzio uvide u "malosvijetsku” prirodu mreza, nije mogao objasniti distribu-
ciju stupnja prema zakonu potencija koja se opaza u mnogim stvarnim mrezama.
BA model je rijeSio ovaj problem usredotoCujuci se na dvije osnovne mehanike:
rast i preferencijalno povezivanje. Rast implicira da mreza raste tokom vremena.
U Barabasi—Albert modelu novi ¢vorovi se dodaju jedan po jedan. Svaki novi ¢vor
se povezuje sa postojecim ¢vorovima.

Preferencijalno povezivanje nam sugerira da su novi ¢vorovi skloniji poveziva-
nju sa postoje¢im ¢vorovima koji imaju veliki broj veza. Po principu "bogati postaju
bogatiji” nastaju ¢vorovi sa nesrazmjernim brojem veza naspram drugih te ih na-
zivamo c¢voristima.

Prema [Barabasi, 2013] najistaknutija znaajka mreZa generiranih Barabasi—
Albert modelom je njihovo "scale-free” svojstvo. Distribucija stupnja ovih mreza
slijedi zakon potencija Sto znacCi da iako vecéina ¢vorova ima nekoliko veza i neko-
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liko ¢vorova (€vorista) ima ogroman broj poveznica. Ova distribucija se razlikuje
od nasumicnih mreza gdje vecina ¢vorova ima otprilike isti broj veza.

P(k) ~ k73
Kod svakog koraka dodaje se jedan novi ¢vor. Vjerojatnost dodavanja novog
¢vora p; koji je povezan sa ¢vorom i je
bi = b
' Zj kj

gdje je k; stupanj ¢vora i i sumirani su svi postojeci ¢vorovi ;.
Dok je Barabasi—Albertov model bio od velikog znacaja za razumijevanje mreza

stvarnoga svijeta, postoje odredeni nedostaci koji su primije¢eni. Naime, daljnjim
prouc¢avanjem mreza znanstvenici su zakljucili da je i ovaj model previSe jednosta-
van za prikazivanje svih slozenosti mreza stvarnoga svijeta te kao odgovor na ovaj
model nastali su daljnji sloZeniji modeli koji prikazuju sloZenije znacCajke stvarnih
mreza.

Slika 5.1: Barabasi—Albert model, izvor:
https://www.geeksforgeeks.org/barabasi-albert-graph-scale-free-models/
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5.4 Primjena mreza maloga svijeta

Mreze malog svijeta mozemo pronaci u mnogim realnim sustavima. Buduci da
su prisutne kako u prirodnim tako i u ljudskim kreacijama, postale su predmetom
istraZivanja u razli€itim znanstvenim granama. Njihove primjene moZzemo razma-
trati u raznim granama poput fizike, neuroznanosti, prometnih sustava, i neuralnih
mreza mozga.

U podrudju fizike, mreze malog svijeta prouCavane su kako bi se razumjela
dinamika generaliziranih Gaussovih struktura. Studija pod nazivom "Laplacian
spectra of a class of small-world networks and their applications” [Liu et al., 2015]
predstavlja obitelj mreza malog svijeta i istrazuje njihove Laplaceove svojstvene
vrijednosti. Ovo istrazivanje je posebno znac¢ajno zbog uvida u relaksacijsku di-
namiku i depolarizaciju fluorescencije pod kvazirezonantnim prijenosom energije.
Takvi nalazi istiCu potencijal mreza malog svijeta u produbljivanju naseg razumije-
vanja slozZenih fizi€kih sustava i njihove dinamike.

Slozena mreza neuronskih veza u mozgu pokazuje svojstva koja podsjecaju
na mreze malog svijeta. Rad "Koeficijent malog svijeta 4,8 + 1 optimizira obradu
informacija u 2D neuronskim mrezama” [Aprile et al., 2022] kvantitativho procje-
njuje ucinkovitost mreza malog svijeta u 2D neuronskim modelima. Istrazivanje
istiCe znacaj koeficijenta malog svijeta u optimizaciji komunikacije unutar neuron-
skih mreza, pruzajuci dublje razumijevanje obrade informacija u mozgu.

Globalna mreza zrac€nih linija, koja obuhvaca slozene rute diljiem kontinenata,
moZze se analizirati kroz koncept mreza malog svijeta. U istrazivanju pod nazi-
vom "Hijerarhijsko oblikovanje viSezvjezdastih mreza malog svijeta za prakticne
primjene” [Sawai, 2014] uvodi novi koncept mreZze malog svijeta nadahnut pona-
Sanjem kolonija mrava. Ovo istrazivanje nudi hijerarhijski pristup strukturi zracne
mreze temeljen na n-Star modelu. Smatra se da bi ovakav model mogao biti bolje
prilagoden stvarnim potrebama i mogao bi donijeti znacajne promjene u strukturi
globalnih zracnih linija.

Iza detaljnih neuronskih veza, Sira struktura mreZza u mozgu takoder odra-
Zava karakteristike mreza malog svijeta. U svom radu pod nazivom "Neujedna-
¢ena koherentna stanja u mreZzama malog svijeta: Primjena na neuronske mreze”
[Gadjiev and Progulova, 2018] analiziraju dinamiku procesa u mrezama malog svi-
jeta koje imaju distribuciju stupnja baziranu na zakonu potencija. Njihovo istraZiva-
nje nudi dublji uvid u mehanizme koji stoje iza funkcioniranja uma, interpretirajuci
procese unutar mozga kroz prizmu dinamike mreza malog svijeta.
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Poglavlje 6
Simulacija mreze

Da bi lakSe razumijeli raspravljane teme napraviti cemo jednu kratku simulaciju
mreze malog svijeta. Za simulaciju smo odabrali razvojno okruzenje R studio i
programski jezik R. R studio je razvojno okruzenje za programski jezik r koji se
koristi za statistiCke izraCune i izradu grafova. Podrzava mnoge dodatne pakete
pa tako i iGraph koji smo Koristili za izradu nae simulacije.

6.1 lzrada simulacije Watts-Strogatz modela

Za pocCetak mozemo koristeci igraph paket definirati jednostavnu mreZu sa jednom
vezom:

®@ & o @ o

Slika 6.1: Jednostavan graf ¢vorova sa jednom vezom
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library(igraph)
g < - graph.lattice(5)
plot (g, layout=layout.grid(g,width = 5))

Brojevi u zagradama su brojevi ¢vorova, koji su jedan od parametara koji su
nam potrebni za nasu simulaciju. Kod ove mreze vidimo da je 5 ¢vorova pove-
zano jednostrukim vezama, linearno su rasporedeni jedan za drugim prema zada-
nom reSetkastom rasporedu layout.grid. No ako izmijenimo g < - graph.lattice(5) i
umjesto samo 5 zadamo parametar c¢(5,5), dobivamo reSetkastu mrezu s 25 ¢vo-
rova.

plot (graph.lattice(c(5,5))).

Slika 6.2: Prikaz reSetkastog grafa ¢vorova
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Graf u ovom slu€aju prikazuje ¢vorove povezane s jednim susjednim ¢vorom
u svakom smijeru. Broj susjeda (nei) je druga varijabla koju uvodimo kako bi mo-
gli manipulirati s brojem susjeda svakog ¢vora unutar simulacije. Nadalje, prema
Watts-Strogatzovom modelu, model mrezZe je okrugao, pa moramo promijeniti struk-
turu mreze unutar naseg koda za iscrtavanje. Dodajemo sljedece naredbe:

1 g <- graph.lattice(10, nei=2)

2 plot(g, layout=layout.circle)

Slika 6.3: Prikaz kruznog grafa ¢vorova
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Dobiveni rezultati ve¢ pomalo lice na model koji pokusavamo dobiti. No primje-
¢cujemo da nam izostaje jos jedan parametar koji je iznimno vazan u modelu mreza
malog svijeta a to je vjerojatnost stvaranja novih veza ( eng. ,rewire possibility“ ).
U ovom trenutku nam paket igraph omogucéava koristenje ugradenog modela koji
se zove ,watts.strogatz.game®. Ugradeni model zahtjeva 4 parametra:

1. Dimenziju — broj koji odreduje dimenzije po¢etnog grafa.

2. Broj ¢vorova — koliko ¢e ¢vorova nas model sadrZzavati.

3. Broj susjeda — s koliko ¢vorova ¢e svaki ¢vor unutar modela biti povezan.

4. Vjerojatnost stvaranja novih veza — vjerojatnost izmedu 0 i 1 o kojoj ovisi
stvaranje novih veza.

Dakle sljedeci kod nam je:

g <- watts.strogatz.game(dim=1,size=10,nei=2, p=0)
plot(g)

Kad primijenimo sve $to smo definirali dobijemo:

Slika 6.4: Watts-strogatz model 1
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No, ako promijenimo p (vjerojatnost stvaranja novih veza) model nam viSe nije
kruzni, pa to moramo dodatno definirati:

g <- watts.strogatz.game(dim=1,size=10,nei=3, p=0.5)

plot (g, layout = layout.circle)

Tu smo u principu dobili model mreZe malog svijeta:

O O

Slika 6.5: Watts-strogatz model 2
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Dodajemo jo$ dio koda za oblikovanje samog grafa. Naime postoji mogué-
nost pojavljivanja petlji a to ne Zelimo pa dodajemo i loops = FALSE parametar.
Odredujemo jo$ i veli€inu i boju prikaza ¢vorova:

# Funkcija za generiranje mreza malog svijeta
generate_small_world <- function(broj_cvorova, broj_susjeda,

vjeroj_stv_v) {

g <- watts.strogatz.game(l, broj_cvorova, broj_susjeda, vjeroj_

stv_v, loops=FALSE)

V(g)$color <- "lightblue"

E(g)$color <- "gray"

V(g)$label <- 1:vcount(g)

return(g)

# Funkcija za iscrtavanje mreze
plot_network <- function(g, layout = layout_in_circle(g), vertex_
size = 10) {

plot(g, layout = layout, vertex.size = vertex_size, vertex.
NA,

edge.arrow.size = 0.5, main = "Watts-Strogatz model mreze

frame.color

maloga svijeta")

Odredimo da nema okvira grafa, zadrzavamo kruzni izgleda grafa. Veli€inu
¢vorova smo postavili na 10 i dodali naslov modela.
Tada dobijemo sljedeci izgled modela:
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Watts-Strogatz model mreze malog svijeta

== g
11 6
12 5
13 4
14 3
15 2
16 1
17 30
18 29
19 28
20 27
21 2
2%z

Slika 6.6: Watts-strogatz finalni model
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6.2 Analiza svojstava Wattz-Strogatz modela

Na temelju izradene simulacije mozemo analizirati neka od svojstava Watts-Strogatz
modela mrezZe malog svijeta. Prvo mozemo vidjeti da s poveéanjem broja ¢vorova
raste i broj klastera i veza medu njima. Ako promatramo model s 10 ¢vorova i
model s 30 jasno su vidljive razlike medu njima.

Watts-Strogatz model mreze maloga svijeta Watts-Strogatz model mreze maloga svijeta

4 3 9 8

8 9 D B

Slika 6.7: Watts-strogatz model sa 10 i 30 ¢vorova.

Buduéi da smo samo smanijili broj ¢vorova, a broj susjednih ¢vorova i vjero-
jatnost stvaranja novih veza su ostali isti, vidljivo je da model s manjim brojem
¢vorova ima vedi broj veza izmedu medusobno udaljenih ¢vorova, dok kod mo-
dela s ve¢im brojem Cvorova je vjerojatnost tog dogadaja mnogo manja.

Vrlo sli¢an rezultat dobivamo i smanjenjem broja susjednih ¢vorova, naime ako
svaki ¢vor ima tendenciju povezivanja sa samo dva ¢vora tada je neizbjezno imati
manji broj veza, €ak i s udaljenim ¢vorovima.

33



Watts-Strogatz model mreze maloga svijeta
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Watts-Strogatz model mreze maloga svijeta

o=y
1 6
12 5
13 4
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17 30
13 2
19 3
20 27
21 26
s

Slika 6.8: Watts-strogatz model sa 2 i 4 susjedna ¢vora.
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Kad se broj susjednih ¢vorova udvostruci tada je neizbjezno i povecanje veza
s udaljenim ¢vorovima.

Prema [Watts and Strogatz, 1998] ukoliko promijenimo koeficijent vjerojatnosti
stvaranja novih veza dobiti ¢emo nasumicne veze izmedu €vorova unutar grafa.
Dok je koeficijent nula ili priblizan nuli ne postoji puno veza s udaljenim ¢vorovima.

Prikaz modela s koeficijentom stvaranja novih veza vrijednosti O:

Watts-Strogatz model mreze maloga svijeta

10 7
11 6

12 5
13 4

14 3
15 2
16 1
17 30

18 28

19 28

20 27
21 26
=)

Slika 6.9: Watts-strogatz model s koeficijentom stvaranja novih veza vrijednosti O.
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Kada poveCavamo koeficijent tako i broj nasumicnih veza jednako raste:

Watts-Strogatz model mreze maloga svijeta

Vigaag 0

Watts-Strogatz model mreze maloga svijeta

V==

Watts-Strogatz model mreze maloga svijeta

Uogg 0

Slika 6.10: Watts-strogatz model s koeficijentom stvaranja novih veza vrijednosti

0.05do 0.2

Kako se koeficijent nalazi 0<p<1 , kada se pribliZzavamo gornjoj granici, tada se

izgled modela drasti¢no mijenja:

Watts-Strogatz model mreze maloga svijeta

Watts-Strogatz model mreze maloga svijeta

Slika 6.11: Watts-strogatz model s koeficijentom stvaranja

0.7 do 0.9
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Watts-Strogatz model mreze maloga svijeta

10 7
11 6
12 5
13 4
14 3
15 2
16 1
17 30
18 29
19 28
20 27
21 26
2 g3y B

Slika 6.12: Watts-strogatz model s koeficijentom stvaranja novih veza vrijednosti
1
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Sto se vide priblizavamo gornjoj granici mozemo primijetiti da su veze unu-
tar modela viSe usmjerene prema udaljenim ¢vorovima umjesto prema susjednim
¢vorovima.

Upravo je ovo glavno svojstvo mreza malog svijeta koje nam govori kako u
strukturiranoj mrezi s malim koeficijentom stvaranja novih veza dodavanjem samo
male koli€ine nasumicnosti, smanjuje se udaljenost izmedu udaljenih ¢vorova u
mreZi.

Robusnost same mreze mozemo prikazati sljedec¢im dijagramom:

Resilience of Watts-Strogatz Model

o
- e —— Random Failures
—
° ™~ —— Targeted Attacks
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@
N
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O— O =) s
\ .
o— O
o ] O — 0 — 0O — O — O
[en]

| 1 1 | |
0.0 02 04 06 0.8

Fraction of Removed Nodes
Slika 6.13: Dijagram robusnosti Watts-Strogatz modela

|z sliedeceg grafa mozemo zakljuciti da je otpornost na nasumicne ispade ¢vo-
rova iz mreze i ciljane napada vrlo dobra.

6.3 lzrada simulacije Barabasi-Albertovog modela

Izradu simulacije zapo€injemo izradom funkcije za generiranje samog modela.
Prvo nam je potrebna jednostavna mreza n ¢vorova sa m veza.
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# Funkcija za generiranje Barabasi-Albertovog (BA) grafa

generate_BA <- function(n, m) {

# Kreiranje praznog grafa s 'm' &vorova

g <- graph.empty(n = m, directed = FALSE)

# Povezivanje svih 'm' &vorova dmeusobno kako bi se formirala
¢poetna Zmrea

g <- graph.full(n = m, directed = FALSE)

# Dodavanje novih &vorova u graf

for (new_node in seq(m + 1, n)) {

# C¢Izraunavanje vjerojatnosti za svaki Eépostojei &vor
temeljeno na njegovom stupnju

prob <- degree(g) / sum(degree(g))

# Odabir 'm' &vorova temeljeno na njihovoj vjerojatnosti (
preferencijalno povezivanje)
selected_nodes <- sample(V(g), size = m, prob = prob, replace
= FALSE)

# Dodavanje novog &vora u graf

g <- add_vertices(g, 1)
# Povezivanje novog Cvora s odabranim ¢vorovima

g <- add_edges(g, c(rbind(rep(new_node, m), selected_nodes)))

# Povrat generiranog grafa

return(g)

Zatim postavljamo parametre koje Zelimo koristiti. Potrebno je postaviti broj
¢vorova n i broj veza m:

# Postavljanje parametara

n <- 100 # Ukupan broj ¢&vorova
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m <- 3 # Broj veza od novog &vora do épostojeih &vorova

Potom mozemo iscrtati po€etni graf:

BA_graph <- graph.full(n = m, directed = FALSE)
plot (BA_graph, vertex.size = 10, vertex.label.cex = 0.5, main = "

¢Poetni graf")

Pocetni graf

Slika 6.14: Pocetni graf Barabasi-Albertovog modela

Nakon $to smo dobili po€etni graf kojem ¢emo dodavati ¢vorove, moZzemo do-
dati prvi ¢vor:

BA_graph <- generate_BA(m + 1, m)
plot (BA_graph, vertex.size = 10, vertex.label.cex = 0.5, main = "

Nakon dodavanja prvog <&vora')

Sada vidimo kako nam graf izgleda nakon dodavanja prvog ¢vora. Kako smo
dodali prvi ¢vor ako nastavimo s dodavanjem jo$ 5 ¢vorova, dobiti cemo sljededi
izgled grafa:

BA_graph <- generate_BA(m + 5, m)
plot (BA_graph, vertex.size = 10, vertex.label.cex = 0.5, main = "

Nakon dodavanja §jo 5 &vorova")
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Nakon dodavanja prvog ¢vora

@

Slika 6.15: Graf Barabasi-Albertovog modela nakon dodavanja prvog ¢vora
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Nakon dodavanja jo§ 5 ¢vorova

@

Slika 6.16: Graf Barabasi-Albertovog modela nakon dodavanja jo$ 5 ¢vorova
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Sada kada znamo postupak mozemo pokrenuti generiranje simulacije sa n pa-
rametrom koji smo unaprijed odredili:

BA_graph <- generate_BA(n, m)
plot (BA_graph, vertex.size = 10, vertex.label.cex = 0.5, main = "

é¢Konana mreza")

Konaéna mreza

@
@@.
5@%@)..
@ '@ '@@
%

@ ®\ @

@ @ O
)] @ @@
® @%@.@..®@@

® @og
'@‘ & o

@

Slika 6.17: Konacni graf Barabasi-Albertovog modela
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| jo§ mozemo dodati vizualne atribute za uljepSavanje samog grafa i onda do-
bivamo:

plot (BA_graf,
vertex.size = 10,
vertex.label.cex = 0.5,
vertex.color = "skyblue",
edge.color = "gray50",
main = "-BarabasiAlbert Model",

layout = layout.fruchterman.reingold)

Barabasi-Albert Model

il
4@ IO o

e
(G o

(30}

Slika 6.18: Uredeni graf Barabasi-Albertovog modela

Sada imamo gotovu simulaciju Barabasi-Albertovog modela.
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6.4 Analiza svojstva Barabasi-Albertovog modela

Analizu svojstava mozemo zapocCeti sa stupnjem distribucije, prvo mozemo prika-
zati dobiveni model.

Barabasi—Albert Model

Slika 6.19: Prikaz Barabasi-Albertovog modela za analizu
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Potom imamo histogram stupnja distribucije:

Degree Distribution of BA Network

Number of Nodes
a0 40 50
|

20

10

N e T S |

| | | |
] 10 15 20

Degree
Slika 6.20: Histogram stupnja distribucije

Na histogramu je vidljivo da broj veza u odnosu na broj €vorova opada, no nije
linearna distribucija. Naime vecina ¢vorova ima broj veza maniji od 10, no takoder
mozemo vidjeti da ipak odredeni dio ¢vorova ima viSe od 10 veza. To se dogada
zbog scale-free svojstva samog modela u kojem su dominantni ¢vorovi ¢vorista
koja imaju viSe veza od uobicCajenih ¢vorova.

Kako bi se uvijerili da je to zaista jedno od svojstava modela, mozemo prougiti
i log-log diagram.

Buduci da je i log-log dijagram skoro linearan, to potvrduje svojstvo potencije.
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Slika 6.21: Log-log dijagram stupnja distribucije
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Za analizu svojstva robusnosti imamo sljedeci graf:

Resilience to Attacks

o
27 @\\ —— Targeted Attack
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2 - \
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o - ° 0 ox@
| T T | |
0.0 0.2 0.4 06 0.8

Fraction of Nodes Removed
Slika 6.22: Dijagram robusnosti modela

Dijagram prikazuje veliku ranjivost na ciljane napade, dok mreza pokazuje vi-
soku otpornost na nasumicne ispade ¢vorova iz mreze.
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Takoder mozZemo prikazati strukture zajednica unutar modela sljedec¢im gra-
fom:

Community Structure of BA Model

\Mf

4" f"-l-— 4‘

19* .;\‘r
‘i\lhﬂ;v

Slika 6.23: Prikaz struktura zajednica unutar modela

6.5 Usporedba simulacija Watts-Strogatz i Barabasi—
Albertovog modela

6.5.1 Inicijalizacija i rast mreze

Watts-Strogatz model:

Pocetna toc¢ka: Simulacija zapocinje s redovitom prstenastom reSetkom gdje
je svaki ¢vor povezan s najblizim susjedima. To osigurava strukturirani pocetak,
gdje su ¢vorovi ravnomjerno povezani.

Rast mreze: Za razliku od Barabasi-Albertovog modela, Watts-Strogatz model
ne raste dodavanjem novih ¢vorova. Umijesto toga, mijenja postojeCe veze na
temelju vjerojatnosti prevezivanja 'p’.
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Barabasi-Albertov model:

Pocetna tocka: Simulacija obi¢no poc€inje s malim brojem potpuno povezanih
¢vorova. Ova osnovna skupina sluzi kao sjeme za rast mreze.

Rast mreze: Novi ¢vorovi se kontinuirano dodaju u mrezu. Svaki novi ¢vor
uspostavlja veze s postoje¢im ¢vorovima na temelju preferencijalnog povezivanja.

6.5.2 Mehanizmi povezivanja

Watts-Strogatz model:

Preusmjeravanje: Primarni mehanizam u Watts-Strogatz modelu je preus-
mjeravanje bridova. S vjerojatnoséu ’p’, bridovi se premjestaju, povezujuéi ¢vo-
rove koji su prethodno bili udaljeni. Ovo uvodi nasumi¢nost i smanjuje pravilnost
mreze.

Deterministi¢ki naspram stohastickog: Watts-Strogatz model nudi spektar
od deterministickog (p=0, bez preusmjeravanja) do stohastickog (p=1, potpuno
preusmjeravanije).

Barabasi-Albertov model:

Preferencijalno povezivanje: Kako se novi ¢vorovi pridruzuju mrezi, preferen-
cijalno se povezuju s ¢vorovima s vec¢im stupnjevima. Ovaj mehanizam osigurava
da dobro povezani &vorovi (Evorista) s vremenom nastave stjecati viSe veza.

Deterministi¢ki rast: Rast mreZe je deterministicki u smislu da ¢e svaki novi
¢vor uvijek formirati fiksni broj veza (obi¢no oznacen kao 'm’).

6.5.3 Rezultati simulacija i opazanja

Watts-Strogatz model:

Fenomen malog svijeta: Simulacije Cesto otkrivaju svojstvo malog svijeta,
koje se karakterizira kratkim prosje¢nim putanjama i visokim koeficijentima grupi-
ranja. Ova ravnoteza posebno je vidljiva za srednje vrijednosti 'p’.

Faza prijelaza: Kako 'p’ raste, primjetna je faza u kojoj mreza zadrzava visoko
grupiranje, ali drasticno smanjuje svoju prosjecnu putanju, utjelovljujuci svojstvo
malog svijeta.
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Barabasi-Albertov model:

Scale-free mreze: Simulacije dosljedno proizvode mreze s distribucijom stup-
nja prema zakonu snage. To znaci da vecéina ¢vorova ima malo veza, ali nekoliko
¢voriSta ima ogroman broj veza.

Robusnost i ranjivost: U simuliranim napadima, Barabasi-Albert mreze po-
kazuju robusnost prema slu€ajnim kvarovima ¢&vorova (buduéi da je vjerojatnost
da se Cvoriste slu€ajno odabere niska). Medutim, ranjive su na ciljane napade na
Cvorista.
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Poglavlje 7

Zakljucak

U podrucju mrezne znanosti, mreze malog svijeta zauzimaju posebno mjesto zbog
svoje prisutnosti u raznim sektorima, od kompleksnih neuralnih veza u mozgu do
opseznih drustvenih veza na internetskim platformama. Modeli Watts-Strogatz i
Barabasi-Albert dali su dragocjene informacije o nastanku i svojstvima ovih mreza.
Dok Watts-Strogatzov model istrazuje ravnotezu izmedu strukturalne redovitosti i
slu€ajnosti, Barabasi-Albertov model naglaSava vaznost preferencijalnog povezi-
vanja u formiranju scale-free mreza.

Na$a analiza simulacija ovih modela, posebice koriste¢i programski jezik R,
osvijetlila je suptilnosti i kompleksnosti njihove konstrukcije i interpretacije. Kroz
grafiCke prikaze i specificne simulacije, dublje smo istrazili kako mreze reagiraju
na otpornost, narocito kada su podvrgnute slu€ajnim ili usmjerenim napadima.

PraktiCne upotrebe mreza malog svijeta prozimaju razna podrucja, od neuro-
logije i urbanistiCkog dizajna do kvantne mehanike i ekoloskih studija. Gledajuci
prema naprijed, mogucnosti koje mreze malog svijeta pruzaju izgledaju beskrajno,
nudeci inovacije u podrucjima tehnologije, medicine, humanisti¢kih znanostii mno-
gim drugima.

U osnovi, mreze malog svijeta ilustriraju duboku povezanost elemenata naseg
svijeta. IstraZivanje ovih mreza ne samo da produbljuje nasu spoznaju o kom-
pleksnim sustavima, vec i pruza prilike za inovacije koje mogu iskoristiti snagu tih
povezanosti u korist zajednice.
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Dodatak A

Programski kod Watts-Strogatz
modela

# Watts-Strogatzov model
library (igraph)

# Postavljanje parametara
broj_cvorova <- 30
broj_susjeda <- 4

vjeroj_stv_v <- 0.1

# Funkcija za generiranje mreza malog svijeta
generate_small_world <- function(broj_cvorova, broj_susjeda,
vjeroj_stv_v) {
g <- watts.strogatz.game(l, broj_cvorova, broj_susjeda, vjeroj_
stv_v, loops=FALSE)

V(g)$color <- "lightblue"

E(g)$color <- "gray"

V(g)$label <- 1:vcount(g)

return(g)

# Funkcija za iscrtavanje mreze

plot_network <- function(g, layout = layout_in_circle(g), vertex_
size = 10) {
plot(g, layout = layout, vertex.size = vertex_size, vertex.

frame.color NA,
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edge.arrow.size = 0.5,

maloga svijeta")

main = "Watts-Strogatz model mreze

# Generiranje 1 iscrtavanje mreze

g <- generate_small_world(broj_cvorova, broj_susjeda, vjeroj_stv_

V)

plot_network(g)
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Dodatak B

Programski kod
Barabasi-Albertovog modela

# Barabasi-Albert model

library (igraph)

# Postavljanje parametara
n <- 100 # Ukupan broj ¢&vorova

m <- 4 # Broj veza od novog &vora do &postojeih &vorova

# Funkcija za generiranje Barabdsi-Albertovog grafa
generate_BA <- function(n, m) {

g <- graph.empty(n = m, directed = FALSE)

g <- graph.full(n = m, directed = FALSE)

for (new_node in seq(m + 1, n)) {
prob <- degree(g) / sum(degree(g))
selected_nodes <- sample(V(g), size = m, prob = prob,
= FALSE)
g <- add_vertices(g, 1)

replace

g <- add_edges(g, c(rbind(rep(new_node, m), selected_nodes)))

return(g)

# Generiranje Barabdsi-Albertovog grafa

55




24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

BA_graph <- generate_BA(n, m)

# Prikaz grafa s vizualnim ¢naznaivanjem
plot (BA_graf,
vertex.size = 10,
vertex.label.cex = 0.5,
vertex.color = "skyblue",
edge.color = "gray50",
main = "-BarabasiAlbert Model",

layout = layout.fruchterman.reingold)
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