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Zavrsni rad Simetrije, algoritmi i matematika Rubikove kocke

1. Uvod

Rubikova kocka, slagalica koja je osvojila svijet svojom jednostavnom, ali izazovhom
strukturom, predstavlja izazov ne samo za entuzijaste zagonetki, ve¢ za matematicare
i informati¢are. Njezini raznobojni kvadratiéi, mijeSajuci se u kaoticnom nizu, pruzaju
ogromnu paletu kombinacija koje zahtijevaju duboko razumijevanje matematickih

principa i sofisticirane algoritme kako bi se rijeSila.

Ovaj rad istrazuje sloZzenost Rubikove kocke kroz prizmu matematike, fokusirajuéi se
na koncepte simetrije, grupa i algoritama. Analizirajuci strukturu kocke i njene
simetriCne karakteristike, istraZzujemo kako matematicki modeli mogu pomocéi u
razumijevanju i optimizaciji procesa rjeSavanja. Osim toga, istrazujemo povijest
Rubikove kocke i njezin utjecaj na podrucja kao $to su matematika, raCunarstvo i

obrazovanje.

Kroz ovaj rad, cilj nam je produbiti razumijevanje Rubikove kocke kao matemati¢kog
fenomena, istrazujuéi njene simetrije i algoritme koji stoje iza nje, te istaknuti ulogu

matematike u razumijevanju i rieSavanju ovog zagonetnog izazova.
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2. Simetrije

Razmotrimo transformacije ravnine koje preslikavaju jednakostrani¢ni trokut u samoga
sebe kao ilustrativni primjer simetrija u ravnini. Jedna od takvih transformacija je
rotacija trokuta za 120° oko srediSta. Kroz tu rotaciju, vrh A se preslikava u vrh B, vrh
B u vrh C, a vrth C u vrh A. Ovaj proces demonstrira svojstvo simetrije i moze se

analizirati kroz koncept grupe [1].

Rotacija za 120°

Slika 1. Rotacija jednakostrani¢nog trokuta za 120°. Modificirano prema izvoru [1].

Kada izvrSimo rotaciju jednakostranicnog trokuta za 240° oko njegovog sredista,
opazamo da se vrh A premjesta na poziciju vrha C, vrh B na poziciju vrha A, dok se
vrh C premjesta na poziciju vrha B. Ovaj proces mozemo interpretirati kao rotaciju za
240°, Sto zapravo predstavlja istu transformaciju kao rotacija za —120° u smijeru

kazaljke na satu [1].
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Rotacija za 240°

Slika 2. Rotacija jednakostrani¢nog trokuta za 240°. Modificirano prema izvoru [1].

Rotiranjem jednakostrani¢nog trokuta za 360° oko njegova sredista, sve toCke trokuta
se vracaju na svoje pocetne polozaje. Vrh A ostaje na mjestu vrha A, vrh B na mjestu
vrha B, a vrh C na mjestu vrha C. Ovaj proces nazivamo identitetom, jer ne mijenja
raspored to€aka trokuta. Rotacijom vise ne mozZemo dobiti niti jedan novi poredak
vrhova. Dobivene trokute takoder mozemo zrcaliti s obzirom na pravac koji prolazi
gornjim vrhom trokuta i poloviStem njemu nasuprotnih stranica. ToCke na tom pravcu
ostaju na istom mjestu, Sto znaci da ¢e gornji vrh ostati nepromijenjen, dok ¢e preostala

dva vrha zamijeniti mjesta [1].
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Rotacija za 120°

Rotacija za 120°

v

Rotacija za 120°

Slika 3. Zrcaljenje jednakostrani¢nog trokuta u ravnini. Modificirano prema izvoru [1].

Razmotrimo raspored vrhova u jednakostraniCnim trokutima koji su rezultat rotacija i
zrcaljenje: ABC, ACB, BCA, BAC, CAB i CBA. Kada analiziramo transformacije ravnine
koje Cuvaju trokut nepromijenjenim, primje¢ujemo da se vrhovi moraju preslikati u sebe
kako bi se oCuvala struktura trokuta [1]. Buduci da mogucih rasporeda tri vrha ima
to¢no 3! = 6, na gornjim slikama dobivene su sve moguce razli€ite transformacije koje

cuvaju jednakostranicni trokut.

Prema definiciji, simetrija skupa X u ravnini E je preslikavanje (funkcija) f: E — E koje
¢uva udaljenost i koje preslikava skup X u samoga sebe, tj. f(X) = X [3]. Preslikavanje

ravnine koje Cuva udaljenost zove se izometrija ravnine i uvijek je bijektivno.
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Kada prouc¢avamo rotaciju i zrcaljenje u jednakostranicnom trokutu, zapravo
promatramo kompoziciju simetrija, koja je opet simetrija. S obzirom na to da su
simetrije bijekcije i svaka od njih ima inverz, koji je takoder simetrija. Kompozicija
simetrija je asocijativna, jer je dobro poznato da je kompozicija bilo kakvih
preslikavanja asocijativha. Takoder, identitet je simetrija koja svaki vrh trokuta

preslikava u njega samog [1].

Permutacija kona¢nog skupa X definira se kao bilo koja bijektivna funkcija f: X - X
koja preslikava skup X u sebe. Interesantno je da skup svih takvih permutacija, kada
se gleda kroz prizmu operacije kompozicije, €ini algebarsku strukturu grupe. U slu€aju
kada je X skup s n elemenata, na primjer X = {1, 2, ..., n}, ovu grupu ozna¢avamo sa
Sn 1 nazivamo je simetricnom grupom na n elemenata. Vazno je napomenuti da grupe
permutacija, oznacene s (S,, ), generalno ne zadovoljavaju svojstvo komutativnosti.
Fascinantno je da se broj moguéih permutacija za skup s n elemenata izraunava kao

n!, pokazujuéi eksponencijalni rast broja permutacija s pove¢anjem n [3].

Za dublje razumijevanje permutacija koristi se i koncept ciklickog zapisa. U ovom
kontekstu, ciklus predstavlja specificnu permutaciju elemenata iz skupa X =
{1, 2,3, ...,n} nanacin da se svaki element preslikava u sljedeci u nizu, dok se posljedniji
preslikava natrag na prvi, formirajuci zatvoreni krug. Ovaj nacin prikaza omogucava da
se svaka permutacija izrazi kao kombinacija disjunktnih ciklusa, gdje se ciklus duljine
k, oznacen kao (x;,x,,..,x;), odnosi na permutaciju koja uklju¢uje navedenih k
elemenata, pri Cemu se x; preslikava u x,, zatim x, u x5, i tako dalje sve do x; koje se
preslikava natrag u x, [2]. Posebno, permutacije koje se mogu izraziti kao jedan ciklus

nazivamo k-permutacijama, dok se ciklus duljine 2 istice pod imenom transpozicija.

Primjerice, permutacija elemenata skupa {1, 2, 3,4, 5,6} u novi poredak {3,6,4,1,5,2}
u ciklickoj notaciji izrazava se kao (1 3 4)(2 6)(5), Sto ilustrira strukturu koja se sastoji
od jednog ciklusa s tri elementa, jednog ciklusa s dva elementa, i jednog jednocClanog

ciklusa.

Nadalje, razmatrajuci Z, = {0,1,2, ...,n — 1) kao skup svih cijelih brojeva modulo n,
formira se grupa (Z,, +,) koja predstavlja primjer ciklicke grupe s operacijom zbrajanja
modulo n i one su komutativne, za razliku od simetricne grupe, s$to znaci da redoslijed

operacija ne utjeCe na rezultat, Cineci ih temeljnim primjerom u teoriji grupa [2].
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Razmatrajuci skup simetrija kvadrata ozna¢enog s ABCD, uoCavamo da postoji visSe
nacina da se kvadrat transformira unutar svoje ravnine zadrzavajuci svoju osnovnu
strukturu. ldentitetska transformacija je najosnovnija, gdje svaka to¢ka kvadrata ostaje
nepromijenjena. Dodatno, kvadrat ¢uvaju rotacije oko njegovog centra za kutove od
90°,180°i 270°, svaka preslikavajuéi kvadrat u razli€ite orijentacije, odnosno poretke

vrhova [1].

Zanimljivo, proces zrcaljenja duz dijagonala ili srediSnjinh osi takoder rezultira
simetrijama. Konkretno, zrcaljenje koje uzrokuje zamjenu vrhova As D i B's C, u
kombinaciji s prethodno spomenutim rotacijama, proSiruje skup dostupnih simetri¢nih
transformacija. Komponiranjem ovih rotacija sa zrcaljenjima duz istih osi, moguce je
konstruirati sveukupno osam jedinstvenih simetriCnih stanja kvadrata. To je puno
manje od ukupnog broja mogucih rasporeda Cetiri vrha u nizu koji je jednak 4! = 24.
Stvar je u tome da neki rasporedi vrhova kvadrata se ne mogu dobiti simetrijama jer
ne Cuvaju udaljenosti. Ovaj skup simetrija proizlazi iz fundamentalnog svojstva
izometrije, koja Cuva udaljenosti medu to¢kama te stoga osigurava da se dijagonale
kvadrata preslikavaju samo u sebe. U kontekstu kvadrata, sa samo dvije dijagonale,
ova ograni¢enja impliciraju da se vrhovi A i C, te B i D, mogu preslikavati iskljucivo
medusobno. Takva analiza potvrduje da kvadrat ABCD posjeduje to€no osam simetrija
koje iscrpljuju sve moguénosti simetri¢nih transformacija bez iznimke, buduci da bilo
koja druga permutacija vrhova ne bi zadrzala esencijalna geometrijska svojstva
kvadrata [1]. Naime, dogodilo bi se preslikavanje dijagonale u stranicu, Sto ne bi bila

izometrija.
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dentiteta Rotacija 2a 90° Rotacija 2a 180° Rotacija za 270°

3 ; £

8 B |

Zrcaljenje

Slika 4. Prikaz simetrije kvadrata [1].

Istrazujuéi razliCite metode simetrije koje se mogu primijeniti na kvadrat, otkrivamo da
postoji vise nacina zrcaljenja koji rezultiraju istim permutacijama vrhova. Jedna takva
metoda ukljuCuje zrcaljenje koje fiksira vrhove B i D, ostavljajuéi ih na njihovim
originalnim pozicijama, dok istovremeno mijenja mjesta vrhovima A i C. Ovo zrcaljenje

iskoriStava os simetrije koja prolazi kroz vrhove B i D.

Dodatno, razmatrajuci drugu vrstu zrcaljenja, moZzemo zamijeniti pozicije vrhova C i D,
kaoi A i B. Ova transformacija koristi drugaciju os simetrije, pokazujuci fleksibilnost u

nacinu na koji se kvadrat moze manipulirati zadrzavajuci svoju osnovnu strukturu [1].

Jos jedna metoda zrcaljenja drzi vrhove B i D nepomi¢nima, buduci da se nalaze duz
osi zrcaljenja, dok vrhovi A i C zamjenjuju svoje pozicije. Ova specifi¢na transformacija
stvara poredak vrhova koji je jednak onome dobivenom primjenom zrcaljenja nakon
serije rotacija, demonstriraju¢i ponovljivost odredenih permutacija unutar skupa

simetrija kvadrata [1].

Ove metode zrcaljenja naglasavaju sposobnost kvadrata da podrzava razlicite
simetri¢ne transformacije, ¢ime se obogacduje razumijevanje geometrijskih simetrija i
permutacija. Svaka od ovih transformacija sluzi kao primjer kako geometrijski oblici
mogu biti manipulirani na nacine koji Cuvaju njihove kljuCne karakteristike, poput

udaljenosti i kutova, dok istovremeno nude raznolik spektar vizualnih rezultata. Kroz
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ovu analizu, postaje o€ito da je kombinacija rotacija i zrcaljenja klju€na za identifikaciju
svih mogucih simetri¢nih stanja kvadrata, pruzajuci dublji uvid u strukturalnu i vizualnu

kompleksnost geometrijskih oblika [1].

Y
R

Slika 5. Prikaz razlicitih osi simetrije [1].

Ako razmatramo sve moguce permutacije vrhova kvadrata koje zadrzavaju njegove
dijagonale, mozemo identificirati svih osam simetrija kvadrata koje su prethodno
spomenute. Medutim, ovaj pristup moze biti nepraktic¢an za vece skupove, stoga je
preporucljivo koristiti u€inkovitije metode za pronalazenje svih simetrija kvadrata. U tu
svrhu, uvodimo nekoliko klju€nih termina i analiziramo strukturu simetri¢ne grupe

kvadrata.

Definirajmo podgrupu H unutar grupe G kao neprazan podskup koji takoder predstavlja
grupu pod operacijom definiranom u G. Drugim rije¢ima, H je podgrupa od G ako

ispunjava sljedece uvjete:

Za svaki par elemenata x, y koji pripadaju H, njihov produkt xy takoder pripada H;
Za svaki element x u H, njegov inverz x~! takoder je element H.

Ovo oznaavamo kao H < G.

Analizirajuci element grupe oznacen s a, primje¢ujemo da njegova dvostruka primjena,
oznacena kao a o a ili a?, ukazuje na njegovu ponovnu upotrebu. Opéenito, moZzemo

re¢idaa™?! =a"oaqa,gdiejen > 1.

Fokusirajuci se na simetrije kvadrata, istrazujemo rotacije i zrcaljenja. Rotaciju za 90°
oznacavamo s a. Njezina kompozicija s jo$ jednom takvom rotacijom, a?, rezultira

rotacijom od 180°. Sli¢no, a® predstavlja rotaciju od 270°, dok a*, koja odgovara rotaciji

8
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od 360°, predstavlja neutralni element, koji oznacavamo s e ili id. Zrcaljenje preko osi
koja dijeli kvadrat na pola, odnosno preko linija koje spajaju sredine suprotnih stranica,

oznacavamo s b [1].

Slika 6. Prikaz zrcaljenja [1].

Zrcaljenje uzrokuje razmjenu vrhova A s B i C s D, pokazujuéi da je njezin inverz
zapravo ona sama: b~! = b. Osim toga, dvostruka primjena zrcaljenja na kvadrat vraca

nas na originalnu poziciju, $to znaci:
b2 =bob=bob l=e¢.

Ovaj proces ilustrira da kada se zrcaljenje primjenjuje dva puta, rezultat je neutralni

element, Sto ukazuje na povratak u poCetni polozaj kvadrata [1].

Sve simetrije kvadrata koje su prikazane mogu se izraziti kroz kombinacije simetrija a
i b na ovaj nacin: {e,a,a? a3, b, ba,ba? ba3} kao $to smo vidjeli na pocetku kad smo
konstruirali simetrije kvadrata. Stoga one €ine skup simetrija kvadrata. Skup dobivenih
elemenata takoder se moze opisati koristeci razliCite veze izmedu njih. PoCevsi od
kvadrata ABCD, primjena rotacije a rezultira u kvadratu DABC. Daljnja primjena
zrcaljenja b pretvara kvadrat u ADCB. Dodatna rotacija transformira kvadrat u BADC,
a zavrSna primjena zrcaljenja b vra¢a nas na izvorni kvadrat ABCD. Ova metoda
ilustrira kako kombinacije odredenih simetrija mogu dovesti do razliCitih, ali na kraju

povezanih konfiguracija kvadrata [1].
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Slika 7. Primjer dodatne relacije simetrija kvadrata [1].

Utvrdujemo da baba = e, odnosno (ba)? = e, predstavlja dodatnu vaznu relaciju
unutar ove grupe. Grupa simetrija kvadrata moze se formalno definirati kao grupa
generirana elementima a i b, podloZzna odredenim relacijama: a* = b? = (ba)? = e su
relacije koje definiraju odnose medu generatorima [1]. Ovakav nacin zapisa grupe
simetrija omogucuje jednostavnije odredivanje svih simetrija slozenijih geometrijskih

likova i tijela.

10
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3. Kocka, grupe i simetrije kocke

Simetrija kocke se moze opisati kao permutacija njenih osam vrhova tako da se bridovi
preslikaju na bridove. Naime, svojstvo ¢uvanja udaljenosti ne bi bilo ispunjeno kada bi
se neki brid preslikao u neku od dijagonala kocke ili njenih strana. Drugim rije€ima,
svaka simetrija kocke mora takoder preslikati parove vrhova koji su povezani bridom
na druge parove koji su takoder povezani bridom. Kocka ima ukupno 48 simetrija, od
kojih se 24 mogu fizi¢ki ostvariti na ¢vrstoj kocki, dok ostale 24 simetrije "okrecu" kocku
iznutra za van. Zasto postoji toCno 24 fiziCke simetrije? Kocka ima Sest strana, svaka
strana moze biti premjeStena na dno, te se ta strana moze rotirati u Cetiri razliCite
pozicije: 6 *x 4 = 24. Zasto preostale 24 simetrije kocke ne mozemo fiziCki realizirati?
Ograniceni smo trodimenzionalno$éu naseg prostora. Naime, vec u ravnini zrcaljenja
jednakostrani¢nog trokuta ne mozemo realizirati bez izlaZenja iz ravnine. Zaista, da bi
fiziCki napravili zrcaljenje trokuta, moramo ga izrezati iz ravnine i preokrenuti, a za to
nam treba tre¢a dimenzija. Pritom smo njegovu gornju i donju stranu zamijenili. Sli¢no
je sa zrcaljenjima kocke. Da bi ih fiziCki realizirali, morali bi izaci u Cetvrtu dimenziju i
preokrenuti unutarnju i vanjsku stranu plasta kocke. U svakom slu€aju, broj simetrija
kocke, fiziCkih ili ne, je puno maniji nego ukupan broj permutacija vrhova koji iznosi 8! =
40320.

Prije nego Sto razmotrimo rotacije, vazno je shvatiti da svaka rotacija mora zadrzati
kocku u istom polozaju prije i poslije rotacije. To znaci da ne mozemo razlikovati strane
kocke ako ju ne oznaCimo bojama, brojevima ili nekim drugim oznakama kako bismo
vidjeli je li rotacija izvrSena. Svaka rotacija ima svoju "os" koja prolazi kroz srediste

kocke. Postoje tri moguce osi rotacije:

e Os moze prolaziti kroz sredista dvije nasuprotne strane.
e Kroz polovista dvaju nasuprotnih bridova.

e Kroz dva nasuprotna vrha.

Kocka ima Sest strana, Sto znaci da postoje tri para nasuprotnih strana. Ako je os
rotacije kroz sredista dvije nasuprotne strane, postoje dvije moguce rotacije od 90°,
jedna u jednom smjeru, a druga u suprotnom. To daje Sest rotacija od 90°. Takoder,

kada os prolazi kroz sredista dvije nasuprotne strane, dobivamo jos tri rotacije od 180°.

11
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Kocka takoder ima dvanaest bridova pa postoji 6 parova nasuprotnih bridova. Za os
rotacije kroz polovista dva nasuprotna brida, jedina moguca rotacija je rotacija od 180°.

To nam daje 6 rotacija, po jednu za svaki par nasuprotnih bridova.

Naposljetku, kocka ima osam vrhova, $to znaci da postoji Cetiri para nasuprotnih
vrhova. Ako os rotacije prolazi kroz dva nasuprotna vrha, imamo dvije moguce rotacije
od 120°, jednu u jednom smijeru, a drugu u suprotnom. To znaci da imamo 8 rotacija

od 120°, po dvije za svaki par nasuprotnih kutova.

Kada zbrojimo sve rotacije, dobijemo ukupno 6 + 3 + 6 + 8 razli€itih rotacija. Dodamo
li i "rotaciju” od 0°, koja nista ne mijenja, dobivamo grupu od 24 rotacije. Ovo se naziva
rotacijska grupa kocke [5]. Ona je analogna simetri¢noj grupi S,, poznatoj kao grupa
permutacija Cetiri objekta. Ako toj grupi dodamo jos i zrcaljenja kocke, dobije se grupa
simetrija kocke koja ukupno ima 48 razli€itih izometrija koje mogu transformirati kocku
na razli¢ite nacine. Ovo svojstvo kocke €ini je zanimljivim objektom u geometriji i

matematici.

Sve 24 permutacije dijagonala, odnosno sve 24 rotacije kocke, mogu se generirati s
pomocu samo 2 rotacije. Ovo svojstvo pokazuje duboku povezanost izmedu rotacijskih
simetrija kocke i permutacija njenih dijagonala. Osim $to pruza uvid u strukturu
rotacijskih simetrija kocke, ova Cinjenica istiCe fleksibilnost rotacijskih operacija u

manipulaciji dijagonalama.

Zamislimo proces u kojem dvije vrste rotacija mijenjaju polozaj osam elemenata. Prva
vrsta rotacije, koju nazivamo rotacija A, izvodi se okretanjem u smjeru kazaljke na satu
oko vertikalne osi za 90°. Na slici 1.8 to je rotacija oko osi oznaCene sa z. Kao rezultat,
elementi promijene svoje pozicije u skladu s pravilom da element na poziciji 1 prelazi
na poziciju 2, element na poziciji 2 prelazi na poziciju 3, i tako dalje, sve do elementa
4 koiji prelazi na poziciju 1. Sli€no element na poziciji 5 prelazi na poziciju 6, element
na poziciji 6 prelazi na 7, i tako dalje sve do elementa na poziciji 8 koji prelazi u poziciju
5 [5].

e Rotacija A (Ry)

(5116765

12
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Ova rotacija odgovara permutaciji koja se u ciklickom obliku moze
zapisati kao: (123 4)(5678).

Druga vrsta rotacije, rotacija B, odnosi se na okretanje oko horizontalne osi, koja je
oznacena s y na slici 8. Pri toj rotaciji kvadrat 1265 se zarotira posebno, a kvadrat
3784 posebno. Na primjer, element na poziciji 3 zauzima mjesto elementa na poziciji
7.

e Rotacija B (Rp)

(6731584)

Ova rotacija odgovara permutaciji koja se u ciklickom obliku moze
zapisati kao: (1265)(3784).

Primjenjujuci ove rotacije viSe puta, mozemo stvoriti nove permutacije. Na primjer,
dvostruka primjena rotacije (R,)? vodi do situacije gdje element na pocetnoj poziciji 1

nakon dvije rotacije zavrSava na poziciji 3.

e Dvostruka rotacija (R,)?

(23216785)° 23a16785)

Rezultat te kompozicije je:

(34127556

Sto mozZemo zapisati u ciklickom obliku kao:
(13)(24)(57)(68).

Sli¢no tome, trostruka primjena rotacije (R,)? rezultira permutacijom gdje element koji

je poceo na poziciji 3 zavrSava na poziciji 2 [4].
e Trostruka rotacija (R,)3

(25116785 ° Gs11e765)  Gsaierss)

Rezultat te kompozicije je:

(11238567
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$to mozZemo zapisati u ciklickom obliku kao:

(1432)(5876).

Zanimljivo je da, kada primijenimo bilo koju od ovih rotacija Cetiri puta, svaki element

se vraca na svoju originalnu poziciju, Sto se smatra identicnom rotacijom (1) [4]. To je

zato Sto se radi o rotaciji za 4 puta 90° Sto daje 360°. Sli¢no, za rotaciju Ry vrijedi da

je (RB)Z'
e Dvostruka rotacija (Rp)>?

(26731500 Gersrsea)

Rezultat te kompozicije je:

(65572143)

$to mozemo zapisati u ciklickom obliku kao:
(16)(25)(38)(4 7).

Na temelju ovih rotacija mozemo definirati podgrupu koja se sastoji od osam

elemenata:

{I, Ra, (Ra)?, (Ra)*, (Rp)?, (Rp)*Ry, (Rp)*(Ra)?, (Rp)* (Ra)*}-

Isto tako, komponiranjem rotacija R, i R dobije se R, Ry, te (R,Rp)?%, a (R4Rp)3 = 1.

¢ Rotacija R4Rp

(23316789 Gor31s584)

Rezultat te kompozicije je:

(37842651

Sto mozZemo zapisati u ciklickom obliku kao:
(138)(27)5).
e Rotacija (R4Rg)?

(37842651 ° G7542651)
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Rezultat te kompozicije je:

(55147625

$to mozZemo zapisati u ciklickom obliku kao:
(183)(257).

Stoga postoji i manja podgrupa od tri elementa:
{I, R4Rg, (R4Rp)?}.

Zajednicki viSekratnik redova ovih podgrupa iznosi 24, $to pokazuje da je ukupan broj
jedinstvenih permutacija koje se mogu ostvariti kombiniranjem ove dvije rotacije to¢no
jednak redu rotacijske grupe kocke [4]. Dakle, sve rotacije kocke se mogu dobiti
komponiranjem u razli€¢itom poretku ovih dviju osnovnih rotacija R4 i Rz. Stoga su R, i

Ry generatori grupe rotacija kocke.
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90, 180 or 270
ETY ( )

2
(90, 180 or 270)
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Z (90, 180 or 270)

Fe 1 The Rotations of The Cube

Slika 8. Grafi¢ki prikaz rotacija kocke [4].
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Slika 9. Graficki prikaz zrcaljenja ravnina kocke [4].
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Simetrije kocke mozZemo prikazati i matricno. Pritom Kkoristimo takozvane
permutacijske matrice. To su kvadratne matrice koje u svakom retku i stupcu sadrze

to¢no jednu jedinicu, a svi ostali elementi matrice su nula.

U skupu svih 3X3 permutacijskih matrica svakom matrichnom elementu koji je jedan na
bilo koji na€in dodijelimo znak plus ili minus. Buduéi da postoji 6 takvih permutacijskih
matrica i svakoj od njih moZzemo predznake dodijeliti na 23 = 8 razli¢itih nacina, ukupno
se dobije 48 matrica. Te matrice predstavljaju cjelokupnu grupu simetrija kocke koju
nazivamo oktaedarska grupa. Ovaj naziv je posljedica toga da se grupa simetrija kocke
podudara s grupom simetrija oktaedra. Tocno 24 matrice s determinantom jednakom
+1 su rotacijske matrice oktaedarske grupe i ¢ine podgrupu koja predstavlja rotacijsku

grupu kocke [4].

1 0 O
0 0 1
0 -1 0
0 1 0
0 0 1
1 0 O
0 1 O
1 0 O
0 0 -1

Ovo je primjer matrica koje predstavljaju rotaciju u okviru oktaedarske grupe.

Ostale 24 matrice s determinantom —1 odgovaraju zrcaljenju. Na primjer, neke od

matrica koje predstavljaju zrcaljenje su [4]:

1 0 O
0 1 O
0 0 -1
(1 0 O]
0 0 1
0 1 O
[0 1 O]
1 0 O
0 0 1

Sveukupno, te matrice omogucuju opisivanje svih moguéih simetri¢nih transformacija
kocke, ukljuujuci rotacije i zrcaljenja, koje su kljuCne za razumijevanje simetriCnih
svojstava oktaedarske grupe.
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Vazno je naglasiti da skup od 48 matrica obuhvaca sve simetrije kocke, gdje se rotacije
koje Cuvaju orijentaciju (s determinantom +1) odvajaju od transformacija koje ukljucuju
zrcaljenje (s determinantom -—1), pruzaju¢i uvid u fundamentalnu strukturu

oktaedarske grupe i njezinu ulogu u geometrijskim transformacijama [5].
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4. Pregled osnovnih pojmova teorije grupa

U prethodnim poglavljima uveli smo pojam grupe kroz primjere izuCavanja simetrija
geometrijskih objekata. Ipak, prije nego sto moZemo formirati grupu Rubikove kocke,
potrebno je razumijeti nekoliko kljuénih pojmova iz teorije grupa. U nastavku je sazetak
bitnih definicija iz teorije grupa koji donosim prateci knjigu Joseph A. Galliana [6].
Definicija 1.

e Neka je G neprazan skup sa binarnom operacijom *, gdje *: G x G = G, koju
piSemo kao (g1,92) = g1 * g»- Skup G naziva se grupa s obzirom na ovu
operaciju, ako zadovoljava sljedece uvijete:

1. Asocijativnost: Za svaki a, b i c u G, vrijedi (a *b) *c = a * (b * c).
2. Postojanje identiteta: Postoji element e iz G takavdajeaxe=exa=a

zasveaizgG.

3. Postojanje inverza: Za svaki element a iz G, postoji a~! iz G takav da a *

-1 -1

a =a *a = e.

Primjer 2.

e Neka je G skup cijelih brojeva, G = Z, s obzirom na operaciju zbrajanja.
1. Asocijativnost: Zbrajanje je asocijativno, ti.(x+y) +z=x+ (y + 2) za
sve cijele brojeve x, vy, z.
2. Neutralni element: Neutralni elementod G jeOjerjex+0=0+x = x za
sve cijele brojeve x.
3. Postojanje inverza: Za svaki x iz G, postoji njemu suprotni cijeli broj —x

iz G takav daje x + (—x) = 0.

Sliéno se dobije da su skupovi racionalnih, realnih i kompleksnih brojeva grupe s
obzirom na operaciju zbrajanja. Primijetimo da ako se operacija nad cijelim brojevima
promijeni u mnozenje, skup G = Z viSe ne bi bio grupa jer ne bi sadrzavao inverze.
Tada je neutralni element broj 1 jer je x * 1 =1 *x = x za svaki cijeli broj x. Ali na
primjer, broj 2 iz Z nema inverz, kao Sto je % jer to nije unutar skupa Z. Sli¢no, niti
racionalni brojevi ne Cine grupu s obzirom na mnoZenje, ali sada je problematicna

samo nula. Naime, svi ostali racionalni brojevi imaju inverz za mnozZenje, primjerice 3

19



Zavrsni rad Simetrije, algoritmi i matematika Rubikove kocke

ima inverz -, ali nula nema jer ne smijemo dijeliti s nulom. Stoga izbacivanjem nule

dobivamo strukturu grupe za mnozenje racionalnih brojeva bez nule. Sli¢no i realni i

kompleksni brojevi bez nule ¢ine grupu za operaciju mnozenja.
Definicija 3.
e Red grupe G, oznacen s |G|, predstavlja broj elemenata u skupu G [2]. Ako G
nije konacan skup, kazemo da je red grupe beskonacan.
Definicija 4.
e Neka je H neprazan podskup grupe G. Ako je H grupa s istom operacijom
kaoi G, tada je H podgrupa od G.

Primjer 5.

e Neka je G skup cjelobrojnih ostataka modulo 6, ¢ = Z, = {0,1, 2,3,4,5}. Tada
je G grupa s obzirom na zbrajanje modulo 6. Naime, asocijativnost vrijedi jer
vrijedi i za cijele brojeve, neutralni element je i dalje nula. Inverzi postoje jer
primjerice inverz od ostatka 2 je ostatak 4, buduéida je 2 + 4 = 6, a 6 modulo
6 je tocno 0. Red G je |G|=6. Podgrupa od G bila bi, na primjer, H = {0, 2, 4}

s obzirom na zbrajanje modulo 6.
Definicija 6.
e Grupa G je konacna grupa ako je |G| < oo.
Primjer 7.

e Sli¢no kao u primjeru 5, za svaki pozitivan cijeli broj n>1, ¢ =Z, =
{0,1,2,...,n — 1} je grupa ostataka pri dijeljenju s n, s obzirom na zbrajanje
modulo n. To je konac¢na grupa jer je njen red |G| = n.
Definicija 8.
e NekajeGgrupa,Hc GiH <G.SkupaH = {ah |h € H} za bilo kojia € G je
lijeva klasa od H u G. Sli¢no, skup Ha = {ha |h € H} za bilo koji a € G je

desna klasa od H u G. Lijeve klase od H u G za razliCite a i b su ili jednake ili
disjunktne. Isto vrijedi i za desne klase.
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Teorem 9.

e (Lagrangeov teorem): Ako je G konaéna grupa i H < G, tada |H| dijeli |G]|.

Osim toga, broj razli¢itin desnih (ili lijevih) klasa od H u G je % [2].

e Ako su G i H konacCne grupe i H c G, tada je indeks H u G definiran kao
|G|

[GH] =m.
Primjer 10.
e Akoje G= Z,=1{0,1,2,3,4,5} i H=1{0,24}, tada je [G:H] =%=§=2.

Dakle, postoje dvije razliite lijeve klase od H u G, a te dvije klase su {0, 2,4}
i{1,3,5}.

Definicija 11.

e AkosuGiHGgrupei H c G, tada je podgrupa H normalna podgrupa od G,
oznatena s H 2 G, ako za svaki a u G, a™*Ha = H (ili aH = Ha). Drugim

rije€ima, lijeve i desne klase od H u G se podudaraju.
Primjer 12.

e NekajeG=7Zs=1{0,1,2,3,45}iH={0,2,4}. Zasvakige G, g+ H=H+g
buducdi da je u Z, zbrajanje komutativno. Dakle, H je normalna podgrupa od
GipiSeseH 2G.

U bilo kojoj komutativnoj grupi sve podgrupe su normalne.
Primjer 13.

e Nekasus,,S,, ..., S, konaéni skupovi. Tada vrijedi: |S; X S, X .. X S,| = |5;] -
1S21 ... ISp .
Dokaz 14.
e Neka je S; XS, X...x S, ={(51,52,...,5¢) | s; € S;}. Tada, za s; postoji |S]
mogucénosti, za s, postoji |S,| moguénosti, za s; postoji |S;| moguénosti, i

tako dalje. Prema principu mnozenja: |S; X S, X ... X S| = [S1] - |S,] - ..« |Skl.
Definicija 15.

e Postojanje elementa g unutar grupe G, koji omogucava izrazavanje cijele
grupe G kao skupa {g" | n € Z}, definira G kao ciklicku grupu. Ovaj element
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g, poznat kao generator, simbolizi